










































































































kalisch \Vesentliche etwas an den Rand 
der Betrachtung zu schieben, Deshalb 
haben wir angestrebt, als Problem
lOsung in den meisten Fallen lauf
fahige »Rohprogramme« mit verein
fachter Ein- und Ausgaberoutine an
zuerkennen. Nur an der Bearbeitung 
einiger Beispiele (vgl. Abschnitt 3.2.) 
wurde veranschaulicht, wie ein nutzer
freundliches Programm mit ge",issem 

daraus zu' entwickeln ist. 
Von der ZweckmiiBigkeit dieser Ent
scheidung iiberzeugten sich die Schiiler 
an Hand des auf ein Vielfaches an
wachsenden Zeitbedarfs fUr die Er
stellung derartiger Programme, ohne 
daB wesentliche Beitrage zur Reali
sierung der Leitlinie »Physikunter
richt« erbracht worden waren. 
Als wesentlich neues Problem ffir die 
Schiller wurde u. a. die Bewegung von 
Himmelskorpern im Zentralfeld be
handelt. Zwar ist aus dem Physik- und 
Astronomieunterricht bekannt, daB die 
moglichen Bahnen Kegelschnitte 
(Kreise, Ellipsen, Parabeln und Hy
perbeln) sind, aber unter welchen Be
dingungen welche Bahnform entsteht, 
ist nur wenig bekannt, und der Zu
sammenhang mit dem Gravitations
gesetz ist flir sie vollig neu. 
Als wesentlich wurde zuniichst heraus
gestellt, daB das Problem analog zu den 
vorhergehenden zu behandeln ist, nur 
ist die Bewegung hier zweidimensional, 
d.h., obige Oberlegungen und obiger 
Formalismus sind nun auf zwei Rich
tungen (x und y, entsprechende Ge
schwindigkeiten v und w) anzuwenden. 
N otwendige V orbetrachtungen: Ffir 
die Beschleunigung gilt a = k ·m!r2 (k 
Gravitationskonstante), fUr die x-Kom-

a'X k·m·x 
ponente ax = - - = - 1 -

r (x2 + y2) ." 
(wegen r2 = x2 + y2) und entsprechen
des ffir die y-Komponente. Als Beispiel 
wurde ffir m die Masse der Erde einge
geben; dann ist k· m = 4 .1014 m3/s2, 
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weiter wurdexo= Oundyo = 3,84·1()8m 
(l\:[ondentfernung) eingegeben. Die 
Kreisbahngeschuindigkeit betragt IUr 
diese Werte Vo = 1020,62 m/s. Beim 
Lauf eines entsprechenden Programmes 
mit diesen 'Werten und Ausgabe von 
Winkel qJ und Abstand r erhiilt man 
(L1 t= 1OOOs, N = 20, also Ausgabenach 
jeweils 20000 s) ffir cp = 90°, 180°,270° 
und 360° Werte ffir r = 383491 km, 
384001 km, 384512 km und384001km. 
Das ist unbefriedigend, soll doch die 
Bahn mit den gewahlten Werten kreis
fdrmig sein! Daran andert auch der 
»gute« Wert ffir cp = 360° nichts. Eine 
Verkleinerung von L1 t iindert das nicht 
wesentlich, erhoht aber bedeutend die 
Rechenzeit. An dieser Stelle wurde mit 
den Schiilern (die inzwischen im Mathe
matikunterricht in die Differential
rechnung eingefiihrt worden sind) in 
sehr einfacher Form mit gutem Erfolg 
das EULERsche Verfahren zur Ver
besserung der Rechnung eingefiihrt. 
Beziiglich dieser Methode muB hier auf 
die entsprechende Literatur (z. B.[l]) 
verwiesen werden. Es soIl aber der ent
sprechende Programmteil angegeben 
und erliiutert werden (Bild 2). 
60 
7\) \i=V+A'X-Oi2 
e·,) 
9" Z=20 
H'O 
1.! \) y=y+w-o 

130 V=V+A.X"D 
HO w=W+A-Y-D 
150 T=Tt{1 
160 1=Z-1 
17.;) IF no THEN lOO 
180 (AUSGAiE T,R.FI OOER T,x,r 
j90 GOTD 90 

Bild 2. ECLERsches Verfahren 

In (60) ",ird im wesentlichen die Be
schleunigung in Abhiingigkeit von x 
und y berechnet, der berechnete 
Wert A ist gleich air, er ergibt, mit x 
bzw. y multipliziert, die Beschleuni
gungskomponenten. In (70) und (80) 



geschieht das Entscheidende! Hier 
werden die Gesehwindigkeitskomponen
ten neu berechnet, aber nieht wie in 
friiheren Beispielen zu einem um ,1 t 
spateren Zeitpunkt, sondern nur zu 
einem um ,1 t/2 spiiter gelegenen Zeit
punkt. Damit wird versucht, fiir die 
Neu berechnung der Ortskoordinaten 
in (100) und (110) soIche Geschwindig
keitswerte zu nutzen, die in der Mitte 
zwisehen t und t + ,1 t liegen (natiirlich 
sind diese wegen der Unkenntnis liber 
die Bahnkurve weder genau angebbar, 
noeh sind genau diese Werte einzu
setzen). In (120) wird wiederum die 
Beschleunigung berechnet und in (130) 
und (140) wieder Z,"ischenwerte fiir die 
Geschwindigkeitskomponenten. In 
(150) wird dann die Zeit inkrementiert, 
in (160) der I)Ziihler« dekrementiert. 
Zeile (170) fiihrt nach 20 Schritten zur 
Ausgabe (die librigens auch an anderer 
Stelle, z.E. nach (110) stehen konnte), 
anderenfalls zum niichsren ZykIus. 
Nach (190) wird ebenfalls der nachste 
RechenzykIus beg onnen, nachdem der 
I)Ziihler« neu gesetzt wurde. 
So einfach dieses Verfahren ist (weitere 
Verbesserungen sind moglich, wurden 
aber mit den Sehlilern nicht behandelt), 
so liefert es doch wesentlich bessere 
Ergebnisse. Die maximale Abweichung 
von der Kreisbahn liegt hier (,1 t 
= 1000 s) fiir einen Umlauf bei 2 km 
(Genauigkeit 5 . 10 -6!) und erhOht sich 
fiir ,1 t = 5000 s lediglich auf 34 km. 
Bei Veranderung der Anfangsgeschwin
digkeit lassen sich nun die unterschied
lichsten Bahnen (Ellipsen, HyperbeIn) 
l)Crzeugen«, was insbesondere bei gra
fischer Darstellung mit dem KC 85/2 
sehr reizvoll ist. Die sich hier ab
zeichnende Problematik, in welchem 
MaBe der Einsatz moderner Rechen
technik in der Schule Veriinderungen 
im }\lathematikunterricht (Probleme 
der bisher kaum behandelten Numerik) 
erfordert, sei hier nur angedeutet. 

Als ein sehr interessantes Beispiel wird 
gegenwiirtig mit der Schiilergruppe 
der sehr allgemeine Fall des schragen 
Wurfes behandelt. Dieses Problem ist 
deshalb so interessant, weil eine ge
schlossene LOsung hier prinzipiell nicht 
moglich und weil es sehr vielseitig ist. 
Es wird der Luftwiderstand beriick
sichtigt, wobei die Luftdichte in Ab
hiingigkeit von der Hohe einbezogen 
wird. Damit sind neben baIlistischen 
Aufgabenstellungen z.E. auch Pro
bleme des Eintritts von Erdsatelliten 
in die Erdatmosphare oder die Be
wegung fallender Regentropfen be
rechenbar. 
Das grundsatzliche Herangehen an die 
Problematik entspricht obigen Bei
spiel en, aber einige Besonderheiten 
sind zu beachten. Wenn der Luftdruek 
bzw. die Luftdichte bis in groBe Hohen 
(110 km) berechnet werden solI, ist die 
barometrische Hohenformel nicht mehr 
ausreiehend. 1m ProgrammauSilchnitt 
von Bild 3 werden in (10) bis (60) 
die Zehner-Logarithmen des relativen 
Luftdruekes (fiir h = 0 ist pr = 1) in 
Abstiinden von 10 km als Feld einge
lesen. Mit 12 Werten wird damit eine 
Hohe bis 110 km erfaBt. Vor jeder Be
reclmung der Beschleunigung wird das 

10 DIM Fl.:?) 
~o DATA O,-.46S6,-!.1391,-1.8229, ••• (12HERTE) 
30 FOR 1'1=0 TO 11 
~O RCAD E 
:SO Fli'll=!! 
e') t;EXT N 
7v GOSUB 400 
4()v "(R=YllOC'OO 
410 N=INT (,(Rl 
420 S=FIN}+IF(N+ll-F(hll.I~~-hl 
43') 0=10·;; 
440 R=C.Q*SGRIU*U+V*V) 
450 IF R(l THEN E=24/R:GOTD 480 
460 IF ~~400 THEN E=2'/IR".6'6):GOTD '8) 
470 E=0.5 
4S0 E=-E-R.a 
490 RETURN 

Billl3. Berechllung des Luftdruckcs bis in 
gro13e Hohen 
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Unterprogramm (400) zwecks Berech
nung des Luftwiderstandes aufgerufen. 
Dort erfolgt in (400) bis (420) eine 
lineare Interpolation zwischen den 
Logarithmen des Luftdruckes, die sehr 
genau ist, weil der Logarithmus des 
Luftdruckes niiherungsweise propor
tional zur Hohe ist (in der barom~
trischen Hoheruormel ist das genau 
der Fall). In (430) wird dann der rela
tive Luftdruck in der entsprechenden 
Hohe berechnet. 

Zur Berechnung des Luftwiderstandes 
wird berlicksichtigt, daB dieser nicht 
nur von der Luftdichte und der Ge
schwindigkeit abhangt, sondern daB in 
verschiedenen Bereichen daftir auch 
unterschiedliche Gleichungen zu be
nutzen sind. Welche Gleichung zu be
nutzen ist, hiingt von der REYNOLD
schen Zahl R ab (R = 1 . v .(!/r;, dabei 
ist 1 eine charakteristische Lange, 
v die Geschwindigkeit, (! die Dichte 
und 7] die Zahigkeit der Luft, Naheres 
siehe z.E. [2]). Diese Zahl wird in (440) 
berechnet. In Abhiingigkeit von deren 
Wert wird dann nach unterschiedlichen 
GIeichungen in (450) bis (480) der 
wesentliche Teil des Luftwiderstandes 
berechnet. Bund C sind dabei Wher 
eingegebene Konstanten, in die Dichte 
und Ziihigkeit der Luft sowie l\Iasse 
und Radius des bewegten Korpers 
eingehen. 

Das gesamte Programm ist so ange
legt, daB wahlweise das Unterpro
gramm (400 bis 490) umgangen werden 
kann. In diesem Fall erfolgt die Be
rechnung der Bahn ohne Luftwider
stand, und insbesondere bei grafischer 
Darstellung mit dem KC 85/2 sind 
interessante Vergleiche moglich.Es 
wird u. a. deutlich, daB der Luftwider
stand die Bahnkurve ganz erheblich 
beeinfluBt. An diesem Beispiel wird 
die mogliche Komplexitat der behan
delbaren Probleme deutlich. 

3.2. AusgewihIte Probleme der Elektrik 

FUr einen aus Schiilern der Klasse 12 
gebildeten Zirkel wurde das Ziel formu
liert, ausgehend von den Lade- und 
Entladevorgiingen des Kondensators, 
den Ein- und Ausschaltvorgiingen der 
SpuIe tiber die Betrachtung von passi
ven R-C-Passen zum Schwingkreis zu 
gelangen. Die rechentechnische Be
arbeitung solIte grundsatzlich ohne 
wsung der betreffenden Differential
gleichungen, also ausschlieBlich durch 
iterative Ansatze erfolgen. Das ent
spricht der in Abschnitt 3.1. an Bei
spielen aus der Mechanik dargestellten 
gleichen Grundkonzeption. 
Ftir das Teilziel Kondensator stellen 
wir zwei unterschiedlich gestaltete Pro
gramme vor, die im Zirkel wahrend des 
ersten SchuIhalbjahres entstanden 
sind. 

Beispiell: Laden eines Kondensators 

(Ausgabe aufdem KC 85/1, vgI.BiId4) 
Ein Kondensator mit der Kapazitat 0 
wird tiber einen Widerstand Ran eine 
Quelle mit der Spannung U 0 ange
schloss en. In einer Tabelle ist die 
Kondensatorspannung Ua in A bhangig
keit von der Zeit darzustellen. 
FUr den gegebenen Sachverhalt gilt 
Uo =ua+i ·R, wobeimitidermomen
tane Ladestrom erfaBt wird. Innerhalb 
hinreichend kIeiner Zeitintervalle L1 t 
kann dieser Ladestrom i = u. -; Ua 

a1s konstant betrachtet werden. 
1m Sinne von Zuweisungen gelten damit 
die folgenden Relationen : 

L1u=Uo- ua.L1t (130) 
R·C 

Ua = ua+ L1 U 

t =t+L1t 

(140) 

(150) 

Wie ist die Forderung nach sehr kIeinen 
Zeitintervallen L1 t zu erfilllen 1 Eine 



10 W1NOOW:CLS:PR1NT 
20 1NPUT-UO,R,C:-,UO,R,C 
30 PR1NT:PR1MT 
40 PRINT-t in .s-,-U in V-,-DU in .V· 
50 PRINTSTRING$(36,CHR$(95» 
60 WINDOW 7,21,0,39 
70 PRINT SPC(2)"0·,SPC(2)·0·,UO 
80 TAUsR*C:DT-TAU/IE3:IF lAU)slE-3 THEN120 
90 PRINTAT(3,0);-t in HIKRO-·:PRINTAT(4.0);STR!NG$(~,CHR.(32» 
100 P~INTAT(4,1),·SEKUNDEN· 
110 PRINTAT(I,24)I-TAUs-,TAU*lE6,-HIKRO--:FRINTAT(2,31);·SEKUNOEN-:GOT0130 
120 PRINTAT(1,26),-TAU:-,TAU*lE3,-.s-
130 OUs(UO-U)*OT/TAU 
140 U=U+OU:N-N+l 
150 T-T+OT 
160 IF N(200 THEN130 
170 IF TAUlalE-3 THEN190 
180 PRINT 1NT(T*I£6*lE2+.5)/IE2;:GOT0200 
190 PRINT INT(T*IE3*IE2+.5)/IE2; 
200 PRINT,lNT(U*lE2+.5)/IE2,INT(DU1 IE3* E2+.5)/1E2:N=0 
210 PR1NTAT(23,11),STRING$(12,CHRi(32» 
220 PRINTAT(23,111,-U.-,lNT(UO*(I-EXP(-T/TAU»*IE2+.5)/IE2,·V· 
230 60T013O 

Bild 4. Laden eines Kondensators 

beliebige Festlegung von ..1 t erweist 
sich als wenig sinnvoll, da auf diese 
Weise die mit T = R ·0 erfaBte zeitliche 
GesetzmiiBigkeit des Ladevorganges 
unberiicksichtigt, aber von wesent. 
lichem EinHuB auf die Aussagekraft 
der Tabelle bliebe. Als zweckmiiBig 
erscheint deshalb die Berechnung von 
..1 t innerhalb des Programmes (80) in 
Abhangigkeit von der Zeitkonstan
tenT. 
Nachteilig fUr Umfang und Aussage. 
kraft der angestrebten Tabelle wirkt 
sich die mit der Festlegung von LI t aus
gel5ste »:MeBwertfiut« aus. Zur Ver· 
besserung der. Ubersichtlichkeit wird 
im Programm vereinbart (160), nur 
beispielsweise jeden 200sten der be· 
rechneten 'Uc·Werre in der Tabelle 
auszugeben. Damit wird den Forde
rungen nach Genauigkeit und tiber
sichtlichkeit gleichermaBen entspro. 
chen. 
Zur Beurteilung der mit LI t = T .10-3 

erreichten Genauigkeit erfoIgt parallel 
zum entwickelten LOsungsverfahren zu 
jedem ausgegebenen Tabellenwert von 
'Uc die Berechnung und Ausgabe (220) 

der momentanen Kondensatorspan. 
nung nach der bekannten Beziehung 
'Uc=Uo (1-exp (-t/t». Als Vorberei
tung auf das Verstandnis der sich an
schlieBenden grafischen Veranschau
lichung des betrachteten Vorganges ist 
die Ausgahe der Spannungsiinderung 
am Kondensator wiihrend des Ladens in 
der 3. Tabellenspalte zu sehen (200). 
In (80) wird eine Alternative fUr 
T < 10-3 s organisiert, die in (90), 
(100), (llO), (180) realisiert ist. Hinge
wiesen sei ferner auf die Festlegung der 
Stellenzahl N nach dem Komma, mit 
der ein Wert Z ausgegeben werden solI, 
durch die Operation 

!NT (Z * lo-v)/loN, 

und auf die &Rundungsautomatikc mit 
+ 0.5 in den Zeilen (180), (190). (200), 
(220). 
Der ProgrammJauf kann durch ein 
STOP·Kommando abo bzw. unter
brochen werden. 
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10 W!NDOW:CLS 
20 PRINT"SPQnnungsverlQur beia Laden und EntlQden-
30 PRINTSPC(11)"eines KondensQtors-:PRINT 
40 PRINTSTRINGt(40,CHR$(23B» 
45 REK KOOROINATENSYSTEK 
50 P;INTAT{22,1);STRlhG$(lB,CHRt(24B» 
60 FOR 1-6 TO 22 
70 PRINTAT(I,11;CHRS(159) 
BO NEXT I 
90 PRINTAT(22,1);CHRf(136) 
100 PR'NTAT(23,36),-t-
110 PRINTAT(23,1B);-.*TAU-
120 PR:NTAT(7,1);-u" 
130 PRINTAT(9,O);"UO",STRING$(3B,CHRf(46» 
135 REK NORHIERuNG UND RECHNUNG -LADEN-
140 R-l:t=l:UO=l 
150 TAU·R.C:TO·4.TA~ 
160 IlT-TAU/1E2 
170 DU=(UO-ij)*DT/TAU 
171 REH BLINKENOE ANZEIGE iLADEN( 
172 IF K)=10 THEN PRIHTAT(9,S);")LADEN{ 
173 K-K+l 
174 IF K(10 THEN FRINTAT(B,S);STRINGS(7,CHR$(32» 
175 IF 1;=20 i~EN 1;=0 
laO U=U+OU:N"t<+i 
190 T"T+OT 
195 REH GRAPHIK -LAvEN-
200 IF N(23 THEN liO:ELSE X=INT(T/TO*18+.5)+1:Y-23-INT(U/UO*13+.5) 
210 PRINTAT(Y,X);CHR$(213):N"0 
220 IF T("TO THEN 170 
225 REM RECHNUN& -ENTLADEN
::;30 t<U=-UtoOTiTAU 
231 REM BLINKENOE ANZEIGE iENTLAOEN{ 
~32 IF K(10 THEN PRrNTAT(8,2Si,">~N'LADEN(· 
233 KzK+1 
234 IF K>=10 THEN PRINTAT(S,2S);5TR1NGS(10,CHRf(J2» 
~3S IF K=20 T~EN K=O 
240 U=U+OU:N=N+l 
250 T=T+OT 
~60 IF N(23 THEN 230 
27·) X"INT<T/TO*B+.5l +1:Y=22-INT (U/UO*13+.5) 
~eo PRINiAT(y,X);CHR$(~13):N=O 
290 IF T(=2~TO THEN 230 
:9' REM KURSOR VERB ANNEN 
300 WINDOH 5,S,3~,39:STrp 

Bild 5. Spannungsverla,uf beim Laden und 
Entladen eines Kondensators 

Beispiel 2: Laden undEntladen von Kon
densatoren(Ausgabe auf dem KC 85/1). 
Der typische VerIauf der Spannung 
beim Laden und Entladen von Konden
satoren ist darzustellen. 
Die 'OberIegungen zum Ladevorgang 
sind vom Beispiel 1 iibertragbar; fUr 
den Entladevorgang gilt entsprechend 
Uc = - i . R. Die Spannungsanderung 

berechnet sich zu L1 U = - ;~ a . L1 t. 
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Damit stehen IUr den Programmteil 
»Entladen« folgende Beziehungen zur 
Verf'"tigung: 

..1 u=-~.L1 t R·a 
Uc = uc+ L1 U 

t = ,+ L1 t 

(230) 

(240) 

(250) 

Das Programm wird in Bild 5 fUr den 
KC 85/1 angegeben. 



4. AlJschlie8ende Bemerknngen 

Weitere sehr interessante Beispiele, die 
mit den Schillern bearbeitet wurden 
bzw. werden, sind freie, gedampfte 
und erzwungene mechanische und elek
trische Schwingungen. Die numerische 
Behandlung erzwungener Schwingun
gen fiihrt zu iiberraschenden Einsich
ten tiber das Einschwingverhalten der 
Systeme, die auch die geschlossene Be
handlung in der Grundausbildung an 
Hochschulen nicht liefert. 
Hervorzuheben ist bei allen behandel
ten Problemen das groBe Interesse aller 
beteiIigten Schiller an der J\Iechanik, 
die sonst auch an SpeziaIschulen wegen 
ihrer geringen Anziehungskraft fiir 
Schiller nicht leicht zu unterrichten ist ! 
Zusammenfassend lassen die Erfah
rungen bei der Arbeit mit den Schiilern 
die Aussage zu, daB der konzeptionelle 
Ansatz einer Verbindung von Informa
tik-Grundausbildung und vertiefender 
Behandlung ausgewahlter, auch an
spruchsvollerer Probleme der SchuI
physik unter den eingangs skizzierten 
Bedingungen aus der Sicht aller Be
teiligten erfolgreich umgesetzt werden 
konnte. 
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Recflentechnische Begriffe fur den Laien erklart 
EPRO~I Erasable PROM, 10sch- und reprogrammierbarer PRO:U, dessen 

LOschen z.B. durch UV-Bestrahlung erfolgen kann (Halbleit€rchip 
deshalb unter Quarzfenster montiert); Programmierspannungen 
>lOV. Schaltkreistypen: U552C(1702): 256X8bit; U555C 
(2708): IK X8bit; U2716C: 2K X8 bit; U 2732 C: 4K X8bit; 
U 2764 C: 8K X8 bit. 

RMM Read-Mostly-Memory, !leist-Lese-Speicher, Festwertspeicher fUr 
seltenes (und damit zulassigerweise langsames) Einschreiben von In
formationen, z. B. der derzeitige EAR OM. 

EARO~I Electrically altera hIe RO~f, elektrisch veranderbarer Festwertspeicher, 
dessen Programmierung im Speicherblock des Rechners mittels einer 
der normalen Betriebsspannungen erfolgen kann; z.Z. international 
noch in der Entwicklung und noch mit zu groBen Zeiten fiir die Um
programmierung behaftet. 
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Gleichungen - yom Computer 
gelost 

Eine lineare oder eine quadratische 
Gleichung losen zu miissen, das ist fUr 
niemanden heute mehr ein Problem, 
denn ffir diese Gleichungstypen gibt es 
einfache L6sungsverfahren (lineare 
Gleichungen) oder L6sungsformeln 
(quadratische Gleichungen), mit deren 
Hilfe man die gesuchten L6sungen 
schnell und mit wenig Aufwand ermit
teln kann. Zu ihrer L6sung einen Com
puter heranzuziehen ist wenig sinnvoll, 
denn bevor man das zugeh6rige Pro
gramm in den Rechner eingegeben hat, 
hat man die Gleichung schon langst mit 
den genannten :r.Iitteln gel6st. 

Problematischer wird die Sache aller
dings, wenn man Gleichungen hoheren 
als zweiten Grades losen soll oder wenn 
in den zu 16senden Gleichungen kom
pliziertere mathematische Funktionen 
auftreten, wie das bei der L6sung tech
nischer oder 6konomischer Probleme 
ja haufig der Fall ist. FUr diese Sorte 
von Gleichungen gibt es nur in den 
seltenst~m Fallen L6sungsverfahren, 
die zu einer ))geschlossenen L6sung« 
flihren, so daB man zu N dherungsver
fahren greifen muB, die erfahrungsge
maB sehr rechenintensiv und damit sehr 
zeitaufwendig sind. Hier k6nnte einem 
der Computer sehr wohl die lastige und 
umfangreiche Rechenarbeit abnehmen, 
wenn man ein geeignetes Programm 
batte, mit dessen Hilfe beliebige Glei-
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chungen mit einer Variablen geloot wer
denk6nnen. 
Aus diesem Grunde soll im folgenden 
ein L6sungsverfahren vorgesteIlt wer
den, dessen mathematische Grund
lagen recht einfach einzusehen sind 
und das es gestattet, aIle L6sungen 
einer Gleichung innerhalb eines vorge
gebenen Bereiches mit einer frei wahl
baren Genauigkeit zu ermitteln. Es 
ist ein sogenanntes Einschachtelungs
verfahren, bei dem die L6sung der 
Gleichung anfangs nur in einer groben 
Annaherung ermittelt wird, diese An
naherung an den wahren L6sungswert 
dann aber so lange verbessert wird, bis 
er den geforderten Genauigkeitsan
spriichen genligt. 
Betrachten wir die V orgehensweise, die 
diesem Naherungsverfahren zugrunde 
liegt: 
Es soll vorausgesetzt werden, daB sich 
die zu 16sende Gleichung in der Form 
F (X) = 0 (1) 
darsteIlen laBt. Diese Forderung ist im 
allgemeinen ohne Schwierigkeiten er
fiillbar. So lassen sich beispielsweise die 
Gleichungen 
3 x + 5 = 7 x - 9 oder 
0,27 x2 - 1,54 x = 2,97 oder 
5· esinz = In (cos x) + x 2/4 - 3 
ohne weiteres umformen in 
4x-14=0, 
0,27 x 2 - 1,54 x - 2,97 = 0 



hzw. 

5· esiu -In (cos x) - x2J4+ 3 = O. 

Nun betrachtet man anstelle deT Glei
chung (1) die Funktion 

Y = F (X), (2) 

die sich ja im X, Y-Koordinatensystem 
als KUTve darstellen laBt (vgl. Bild 1). 

y 

Bild 1 

In einem Punkt P s mit der Ahszisse X., 
in dem diese Kurve die x-Achse schnei
det, gilt fUr die zugehOrige Ordinate 
Y. = 0, d.h., fiir diesen Punkt gilt 

F (X.) = o. 
Dies wiederum bedeutet aber, daB Xs 
eine LOsung deT gegebenen Gleichung (1) 
seinmuB. 
Die Gleichung (1) zu l6sen heijJt also, die
jenigen Punkte aufzusuchen, in denen 
die KUTve, die ZUT Funktion (2) geMrt, 
die X-Achse schneidet. 
Um die Nullstellen der Funktion 
Y = F (X) zu finden, kann man am 
linkeD Ende des gegebenen Intervalls 
jeweils zwei urn die Anfangsschritt
weite DX voneinander entfernte 
X-Werte 

Xl und X 2 = X I + DX 

betrachten unddie zugeh6rigen Y -Werte 
YI und Y 2 berechnen. Besitzen diese 
heiden Y -Werle das gleiche Vorzeichen. 
dann ist dies ein Zeichen dafiir. daB die 
beiden Kurvenpunkte PI (Xl; Y1) und 
P 2 (X2 ; Y 2 ) auf derselben Seittl der 

oj 

b) 

y-ri) Y=FIX} 

P, 

Iy' Y2 

I: ox • 
, I 

X, Xz x 

V=f(X} Bild 2 

X-Achse liegen (vgI. Bild 2, Fall a) 
und daB - zumindest im N ormalfalle -
zwischen Xl und X 2 keine Nullstelle der 
Funktion Y = F (x) und damit auch 
keine LOsung der GIeichung F (X) = 0 
liegt. Geht man nun ~ntlang der 
X-Achse mit Schritten der Schrittweite 
DX weiter, so wird man - sofern die 
GIeichung innerhalb des zu unttlr
suchenden Intervalles eine L6sung be
sitzt - an die Stelle kommen, wo sich 
die heiden zu den Teilintervallenden 
Xl und X 2 gehOrenden Y-Werte YI 

und Y 2 in ihrem Vorzeichen voneinandeT 
unterscheiden (vgl. Eild 2, Fall b). In 
diesem Falle ist dann. 

(3) 

und die Werte Xl und X 2 k6nnen als 
&grobe Naherungswerte(l fUr die L6sung 
der GIeichung (I) angesehen werden. 
SolIte die Gleichung innerhalb des zu 
untersuchenden Intervalles keine Lo
snng haben, so erreicht man das Inter
vallende, ohna zwei aufeinander fol
genda Y-Werte gefunden zu haben, fiir 
die die Bedingung (3) gilt. In dies em 
Falle kann die Rechnung abgebrochen 
werden, und man kann ggf. innerhalb 
eines anderen Intervalles darangehen, 
nach L6sungen der GIeichung zu 
suchen. 
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Hat man jedoch beim »Abtasten« der 
X-Achse ein Teilintervall [Xl; X 2] ge
funden, fUr das sich die Y-Werte Y1 

und Y 2 des Teilintervalls in ihrem Vor
zeichen voneinander uuterscheiden, so 
muB - eine stetige Funktion Y = F (X) 
vorausgesetzt - innerhalb dieses TeiI
intervalles eine Losung der Gleichung 
F (X) = 0 liegen. 
Man geht dann zum linken Randpunkt 
dieses Teilintervalles zuriick, verringert 
die bisherige Schrittweite auf 1/10 
ihres 'Verles und sucht nun in diesem 
kleineren Teilbereich in der gleichen 
'Veise me bisher nach einem neuen 
Teilintervall, imlerhalb dessen der 
Ubergang von positiven zu negativen 
bzw. von negativen zu positiven 
Y-Werten erfolgt. 
Dieses Zuriickgehen auf den Anfangs
punkt des Teilintervalles, in dem der 
Vorzeichenwechsel bei den Y-Werten 
erfolgt mit gleichzeitigem Verringern 
der Schrittweite wird so lange fortge
setzt, bis die Schrittweite kleiner wird 
als die Genauigkeitsschranke, die an 
die zu ermittelnden LOsungen gestellt 
wordenist. 
Auf diese Weise lassen sich die LOsun
gen der Gleichungen, die innerhalb des 
zu untersuchenden Intervalles liegen, 
so genau bestimmen, wie man es 
wiinscht. 
Der Arbeitsablauf fUr die Durchfiih
rung des EinschlieBungsverfahrens ist 
in Bild 3 in Form eines Struktogramms 
dargestellt (vgl. HORN: Wie kann ein 
Programm systematisch entworfen 
werden?, Heft 3). 
FUr die Berechnung der LOsungen einer 
Gleichung innerhalb eines bestimmten 
Intervalles ist - wie aus den bisherigen 
Darlegungen hervorgeht - naturgemaB 
ein erheblicher Rechenaufwand erfor
derlich. Da es sich jedoch bei den durch
zufiihrenden Operationsfolgen immer 
wieder um gleichartige Rechnungen 
handelt, die jeweils nur mit immer neuen 
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Zahlenwerten durchzufUhren sind, ist 
es sinnvoIl, ein Programm zu schreiben, 
durch das der Computer in die. Lage 
versetzt wird, diese umfangreichen 
Rechenarbeiten durchzufiihren und da
mit den !Ienschen von der monotonen 
Zahlenrechnung zu entlasten. Am Ende 
dieses Artikels (s. S. 62) ist ein solches 
Rechenprogramm in der Programmier
sprache BASIC formuliert. das mit 
Hilfe der Kleincomputer KC 85/1 bzw. 
KC 85/2· (und nach geringfiigigen Ab
iinderungen zur Anpassung an den je
weiligen BASIC-Dialekt) auch mit 
Hilfe anderer Kleinrechner abgearbeitet 
werden kann. Dieses Programm ist 
dialogfiihig gestaltet, so daB jeder Nut
zer, der iiber die Prinzipien des Ein
schachtelungsverfahrens Bescheid weiB, 
seine Gleichungen mit Hilfe des vor
liegenden Programmes losen kann. Der 
N utzer wird da bei vom Rechner gefiihrt, 
so daB er auch keine speziellen Pro
grammierkenntnisse besitzen muB, um 
das Programm abarbeiten zu konnen. 
Er muB lediglich in der Lage sein, das 
Programm in den Rechner zu laden, 
die linke Seite seiner Gleichung in einer 
ordnungsgemaBen BASIC-Notation 
einzugeben und das Programm zu star
ten. Innerhalb des Programmes wurde 
versucht, den eingeschlagenen LO
sungsweg in Kurzform durch Kommen
tare zu erliiutern. 
AbschlieBend seien noeh einige Be
merkungenzur Nutzung des Pro
grammes angefiigt. 
Bei den ersten Eingabeanforderungen 
mochte der Rechner wissen, mit welcher 
Anfangssehrittweite das Intervall, 
innerhalb dessen nach LOsungen ge
sucht werden soIl, abzutasten ist. Es ist 
sinnvoll, diese A nfangsschrittweite nicht 
zu grofJ EU wahlen, denn dann kann es 
vorkommen, daB der Reehner Losungs
werle nicht fiudet. In Bild 4 ist ein 
solcher Fall grafisch dargestellt. Bei der 
dort gewiihlten AnfangsschrittweiteDX 



EINGABE : UNTERE INTERVALLGRENZE : XU 
OBERE INTERVALLGRENZE : XO 
ANFANGSSCHRITTWEITE : ex 
GENAUIGKEITSFORDERUNG : N 

SW .. ox 
Xl • XU 
Yl • F(Xl) 
X2 .. Xl 
Y2 :a Yl 
SDlANGE X2 < XO -1~Y1 .. 0 ? 

:Ja Nein 

X2 .. Xl + SW 
Y2 .. F(X2) 

~= 0 ? 

:Ja - Nein 

Xl = X2 ~ /'/ Yl = Y2 :Ja 

~?/. Xl .. X2 ~a Ne~n 
Yl = Y2 

~>% :Ja Ne1n SW = SW/1O 

Xl = X2 

AUSGABE : LOESUNG Xl 

Xl .. Xl + SW 

sw = OX 

Bild 3. Struktogramm fiir die Liisung einer 
GIeichung mit HiIfe des Einschachtelu.ngs
verfamens 

erhiiJt man sowohl bei Xl als auch bei 
X 2 einen positiven Y-Wert. Der Rech
ner findet also keine Veranlassung, 
innerhaIb des Intervalles [Xl; X 2] nach 
einer Losung der Gleichung zu suchen. 
- Riitte man von Anfang an die halbe 
Schrittweite gewiihlt, so wlirde der 
Rechner sowohl zwischen Xl und X a 

I 

als auch zwischen Xa und X 2 nach ciner 
Losung der GIeichung suchen. 
Mehrfache LOsungen der Gleichung von 
einer geradzahligen Ordnung (doppelte, 
vierfache, ... Losungen) werden durch 
dieses Verfahren im allgemeinen nicht 
aufgefunden, es sei denn, die Anfangs
schrittweite ist zufiilligerweise 80 groB 
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y 

X, Xz 

Y=F(X} 

I DX t X 
;----i 

Bild4 

gewahlt, daB der Endpunkt eines Such. 
intervalles genau auf den Punkt lalIt, 
in dem die Kurve Y = F (X) die 
X·Achse beriihrt. Da zwei., vier., 
sechsfache ... LOsungen jedoch nicht 
gerade sem haufig auftreten, ist es wohl 
erlaubt, diesen Mangel des Programmes 
in Kauf zu nehmen. 
Man kann das Verhalten des Pro· 
grammes in einem sol chen Fall tiber. 
priifen, indem man beispielsweise die 
GIeichung 

sinx+ 1 = 0 

in der Umgebung von x = : :it fUr ver· 

schiedene Genauigkeitsanforderungen 
untersucht. Wiihlt man L1 x = 0,001, 
so erhiilt man mit dem KC 85/1 keine 
LOsung, fUr L1 x = 0,0005 erhaIt man 
eine, fUr L1 x = 0,0002 drei und fUr 
L1 x = 0,0001 gar fUnf, allerdings un· 
mittelbar nebeneinander liegende Lo· 
sungen. 
Auch die Genauigkeitsforderungen dUr· 
fen bei der Nutzung eines KC 85/1 
bzw. KC 85/2 nicht zu hoch getrieben 
werden. Diese Rechner verarbeiten die 
reellen Zahlen in Form von GIeit. 
kommazahlen mit einer fiinf., maxi. 
mal sechsstelligen Mantisse. Das heiSt, 
daB die von diesen Rechnern erreich· 
bare Genauigkeit bei maximal 5 bzw. 
6 geltenden Ziffern liegt. Liegt also das 
Losungsintervall zwischen -1 und + 1, 
so kann man ohne weiteres eine Ge. 
nauigkeit von 10 -5 fordern. Bei Inter. 
vall en, die dariiber hinaus gehen, je. 
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doch zwischen -10 und + 10 liegen, 
ist die hochste zu fordernde Genauig. 
keit lO -4 usw. 
Stellt man zu hohe Genauigkeits. 
anforderungen, so kann es vorkommen, 
daB der Rechner im Verlaufe der Ver. 
feinerung der Intervallgrenzen zu 
keinem Entie kommt und die Rech· 
nung durch Betatigung der (STOP). 
bzw. der. (HALT).Taste gestoppt wer· 
denmuB. 

10 REM Programm zur Ermittlung der 
20 REM reeTIen Loesungen einer be-
30 RE~1 liebigen GIeichung der Form 
40 REM 
50 REM F(X) = 0 
60 REM: 
70 RE~1 innerhalb eines vorgegebenen 
80 REM IntervaIIs (XU; XO) mit einer 
90 RE~1 frei waeWbaren Genauigkeit 

100 REM vonN Stellen nachdemKomma. 
110 REM 
120 REM 
300 CLS: PRINT: PRINT 
310 PRINT "Geben Sie die linke Seite" ; 

" der zu loe-" 
320 PRINT "senden GIeichung in der" ; 

" nachfolgenden" 
330 PRINT "Anweisungszeile nachdem"; 

" Gleichheits-" 
340 PRINT "zeichen ein l" 
350 PRINT PRINT 
360 PRIN7 "Druecken'Sieanschlieszend"; 

" in der a·n-" 
"gegebenen Reihenfolge :" 370 PRINT 

380 PRINT 
390 PRINT" 
400 PRINT " 
410 PRINT " 

420 PRINT" 

430 PRINT 
440 EDIT 450 

die (ENTER )-Taste ," 
die (STOP )-Taste ," 
die Zeichenfolge R) 
GOTO 450" 
nnd die <ENTER) 
-Taste !" 

PRINT 

450 DEF FNY(X) = 
460 CLS 
470 PRINT" In welchemIntervallsoII"; 

" nach Loesun-" 
480 PRTh"'"T " gan gesucht werden 1" 
490 PRINT 



500 INPUT" UNTERE INTERV ALLGREN~E :" ; 
XU 

510 INPUT" OBEREINTERVALLGRENZE 
XO 

520 PRINT PRINT 
530 PRINT " Mit welcher Anfangsschritt-N ; 

" weite soIl" 
540 PRINT " das Intervall nach Loesun-" 

" gen abgesucht" 
550 PRINT " werden 1" 
560 PRINT 
570 INPUT" Al\'FANGSSCHRITTWEITE 

DX 
58B PRINT PRINT 
590 PRINT " Mit welcher Genauigkeit " ; 

" soll die Loe-" 
600 PRINT " sung ermittelt werden 1" 

." . . , 

." . . , 

6lB PRINT 
620 PRINT " 
63B PRINT " 
64B INPUT " 
650 PRINT 

GEWUENSCHTE STELLENZAHL" 
DES ERGEBNISSES NACH DEli" 
KO~ ";N 

660 PRINT " HABEN SIE ALLES RICHTIG EIN" ; 
"GEGEBEN 1" 

670 PRINT " WOLLEN SIE DIE EINGABEN " ; 
" NOCH EINMA.L" 

680 INPUT " KORRIGIEREN? 
690 IF A$ = "J" THEN 460 
700 CLS: K = 13 
7113 PRINT: PRINT 

(J/N) 

7213 PRINT" ICH DE~TJill ANGESTRENGT 
"NACH ." 

7313 REM 
7413 RE~[ In den Anweisungen 7813 bis 94B 
7 513 RE~[ wird das Intervall schrittwei-
7613 REM se nach Loesungen abgetastet. 
7713 REM 
7813 SW =DX 
7913 Xl = XU, 
80B YI = FNY(XI) 
8113 Y2 = Yl 
820 IF Yl = 0 THEN 107£1 
8313 X2 = Xl + SW 
8413 IF X2 > XO THEN 1250 
85e Y2 = FNY (X2) 
8613 IF Y2 = 13 THEN 107£1 
8713 IF Yl * Y2 < 0 THEN 990 
880 REM 1m Falle Yl * Y2 < 13liegt zwi-
890 REM sehen Xl und X2 eine Loesung. 
900 REM 
9113 Xl = X2 
920 YI = Y2 
930 GOTO 800 

" ; AS 
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940 REM 
950 REM Es folgt der Teil, in dem die 
960 REM Schrittweite auf ein Zehntel 
970 REl\1 verkleinert wird. 
980 REll 
990 IF ABS (X2 - XI) < UJ 1\ (-N) THEN IfJ78 

1000 SW = SW/10 
1010 GOTO 800 
1020 REll 
1030 REM Die Anweisungen HJ80 bis 1180 
1040 REl\[ enthalten die Ausgabe einer 
105£1 REM aufgefundenen Loesung der ge-
1fJ6f1 REll gebenen GIeichung • 
1070 REll 
1089 PRTh"'T : PRI~7 
1090 IF ABS (Y2) < ABS(YI) THEN XI = X2 
110£1 PRINT " Die gegebene GIeichu,ng " ; 

"hat bei" 
1110 K = K + 1: PRINT 
1120 PRI~"'T. " X = " ; 

INT (XI * 101\ N + £1.5)/10 1\ N 
1130 PRINT 
1140 PRTh7 " eine ";K;". Loesung 
1150 PRINT: PRINT 
1160 SW =DX 
1170 Xl = XI + SW 
1180 GOTO 800 
1190 REll 
1200 REM Durch die Anweisungen 1250 bis 
1210 REll 1470 wird die Rechnung abge-
1220 REll schlossen, da die obere Inter-
1230 REM vallgrenze erreicht ist • 
1240 RElI 
1250 PRINT: PRINT 
1260 PRINT " l\lit X2 = "; X2;" ist die" ; 

" obere Inter-" 
1270 PRI1'-.7 " vallgrenze erreicht bzw." ; 

" ueberschritten ." 
1280 IF K = 0 THEN 1410: PRINT 
1290 PRINT" DIE AUFGABE 1ST DAl\IIT" ; 

" BEENDET ." 
1300 PRINT PRINT 
1310 PRINT " SolI dieselbe Gleichung" ; 

" nocl:>. einmal" 
1320 PRINT " unter neuen Bedingungen" ; 

" (IntervalI," 
1330 PRINT " Schrittweite, Genauigkeit) " ; 

" geloest" 
1340 INPUT " werden! (J{N) " ;AS 
1350 IF AS = "J" THEN 460 
1360 CLS: PRINT: PRINT 
1370 PRINT " Wollen Sie mit diesem" ; 

" Programm noch" 
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I aSII PHINT " ('ill!' '\"I'it!'I'!' fllt·it·hung" ; 
" loeRen?" 

I3!1O INPUT " (J/X) " ;.\8 
14f10 IF AS = "J" THEX :1110: ELSE 14511 
1410 PRIXT " Die Gleiehung besitzt in" ; 

" clem gegeb!'-" 
1420 PHINT " nell Interval1 kl'iJw" ; 

" Locsung 
14:;0 PRIXT PHTXT 
1440 GOTO 12911 
I4;}0 CLS 
1460 PRIXT AT (111,.5) ; "A U I< '" I E" ; 

" DE H S E HEX ." 
14iO EXD 
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